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Objetivos del tema

@ Presentar las ecuaciones cosmologicas teniendo en
cuenta la Relatividad General.

+ Concepto de energia oscura.
+ Distancias.




11.1.Cosmologia relativista

Las ecuaciones presentadas hasta ahora para describir el Universo se
pueden derivar a partir de la Teoria General de la Relatividad.
Ademas, en este contexto, se utiliza también la denominada métrica
del espacio-tiempo, que es la “distancia” entre 2 eventos en el

Universo.

Una meétrica general compatible con la Teoria de la Relatividad
deberia escribirse en funcion de tensores. Una métrica especifica que
describe el espacio-tiempo is6tropo y homogéneo con una curvatura
k (que podria cambiar localmente por efectos de la materia del
Universo) es la meétrica de Robertson-Walker (RW), también
conocida como Friedmann-Robertson-Walker (FRW) vy otras
combinaciones (con Lemaitre).

La métrica FRW se escribe como (en foordenadas esféricas):
dr .
ds’ = —c’dt’ + a*(t) 1 g2 rz(dé?2 + sin® 9d¢2)

La meétrica evoluciona de acuerdo con la Ecuacion de Einstein en
funcion del tensor de energia-momento T, y el tensor de Ricci R, y
el escalar R, que dan la curvatura del Universo:
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11.1.Cosmologia relativista

La métrica se puede escribir en notacion tensorial con indices
contravariantes:

3
ds® =) dx'dx’' = g,dx'dx’
i=1

Donde g;; seria el tensor métrico definido en coordenadas esféricas
como:

1 0 0] N
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11.1.Cosmologia relativista

En el espacio-tiempo tenemos cuatro componentes, que se suelen
denotar con subindices griegos po v. p =1-4, con pu =4 la coordenada
temporal, o pn =0-3 con p =0 la coordenada temporal.

Utilizaremos la notacion yu =0-3, de tal manera que:
dx* = (cdt,dx*,dx?,dx?)

La métrica se define de tal manera que dos observadores ven la luz
propagandose a la velocidad de la luz:

c2dt? = dx,dx’

Sistema de :
referencia O Czlft2 — dX,-dX' =0

v=0




11.1.Cosmologia relativista

La separacion entre dos eventos en el espacio-tiempo para la luz es
nula o invariante, lo que implica que la coordenada temporal de la
metrica tiene el sigho opuesto que las coordenadas espaciales.

En coordenadas cartesianas:

(-1 0 0 0)
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11.1.Cosmologia relativista

Segun la Relatividad General el Universo esta gobernado por la
meétrica y la ecuacion del campo de Einstein:

Sﬂ'G
#R_ U,U

Para un fluido uniforme e ideal se puede escribir el tensor energia-
momento en funcion de la densidad de energia pc2, la presion P y la

velocidad U: p
THY — (,0 + Cz)uﬂuu _ gv,up

Si el fluido es homogéneo e isé6tropo la densidad y la presion solo
dependen del tiempo, no del espacio la velocidad se puede escribir




11.1.Cosmologia relativista

De la ecuacion de Einstein aplicada a la métrica de RW se puede
sacar la ecuacion de Friedmann y una ecuacion que combinada con la
de Friedmann da la ecuacion de la aceleracion del factor de escala.
De estas dos se puede sacar la ecuacion del fluido.

La Relatividad general es un contexto mas robusto para describir el
Universo, pero las ecuaciones implicadas al final son las mismas
expuestas hasta ahora, aparte de la métrica RW, y la constante
cosmologica. El conjunto se conoce como modelos de FRW.

2
ds? = —c2dt? + a*(t)| I

+ rz(dts’2 + sin?® 0d¢2)
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11.2.La constante cosmologica

La ecuacion de Friedmann (ya en unidades naturales), obtenida a
través de la Teoria General de la Relatividad, admite la inclusion de
una constante A (cosmolodgica):

(a)z 87G Kk A
d
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11.2.La constante cosmologica

La constante A se suele identificar como energia oscura del Universo,
una energia del vacio (predicha por teorias de Fisica cuantica pero
con un valor mucho mayor del observado, “el problema de Ia
constante cosmolégica”). A veces se confunden términos y se habla
de constante cosmologica y de energia del vacio como lo mismo,
pero solo es una posible interpretacion.

Esa energia oscura se suele tomar como un fluido (igual que la
radiacion) con una densidad p, y presion p,.

a 872G k A:>H2 8ﬂG(p+pA)—




11.2.La constante cosmologica

La energia del vacio, segun la Fisica Cuantica, tiene un valor de unos
E,~10113 J/m3, éCOmo se compara esto con la constante cosmologica
que se mide en Astrofisica?

En Astrofisica medimos Q,:

Q="

~ 3H?

Q, no tiene unidades, con lo que, contando que H tiene unidades de
s-1, A tiene que tener unidades de s 2 en unidades naturales, o de m-2
cuando se incluye la velocidad de la luz.

Para comparar la energia del vacio con lo que sale en las ecuaciones
cosmologicas, consideramos que:




11.2.La constante cosmologica

La constante cosmologica podria no ser tal y en realidad el efecto en
la ecuaciones cosmologicas podria ser un efecto transitorio, que
puede desaparecer, o variar lentamente. Esto, que supone una
generalizacion del efecto de la constante cosmolégica, se conoce
como quintaesencia, de modo que se considera que el efecto que hay
que tener en cuenta en las ecuaciones del fluido es:

Pq = @ poC”

o=-1 seria analogo a tener una constante cosmologica. Una
expansion acelerada seria posible si w<-1/3 (para vencer la presion
en la ecuacion del fluido).

Esto significa que se considera una densidad debida a esta
quintaesencia en la ecuacion de Friedmann y en la del fluido.

H2:8ﬂG k

3 (pmat+prad+pQ)_az

p
p+3 Lo + cQ =0
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11.2.La constante cosmologica

La ecuacion de la aceleracion quedaria:

Para un Universo sin presion (dominado por materia), el parametro
de desaceleracion seria (en unidades naturales):

~dt,) 1 4mG N

qOE _ 2 2p0 2




11.2.La constante cosmologica
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11.2.La constante cosmologica

Ejercicio: evolucion de la densidad de "polvo” en un Universo plano y
dominado por “polvo”.

Q e _ P Pco _ P Hg
Qo %, Po Pc PoH’

De la ecuacion de Friedmann para k=0:

2 872G A 87[GH AH 2 »




11.2.La constante cosmologica

Considerando también que:

Qp +Q, o =1

Obtenemos:

2 - -
Q=’0H‘;=’0(p +QA'°J =p(p +1—QOJ
Qo po H°  po\ peo Po \ Pc.o

Sustituyendo la dependencia con (1+z):




11.2.La constante cosmologica

Mismo ejercicio, de otra manera:

A+z)=2 -1 p=P-p@+2)
ae ae a
Intentando expresar todo en funcion de Q's:
P _PoPery, 72 50=-0,7°@+z)
pc pc Pc,o pc
El cociente de densidades de la parte derecha es:

3H;




11.2.La constante cosmologica

éCuando empezo el Universo a acelerarse si Q,=0.3, es plano y esta
dominado por materia?

boc Q Q 3Q,

do =20_QA,0 =>q,="2-(1-Q,)=q, =

-1
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11.2.La constante cosmologica

Una ecuacion muy uatil es aquella que liga todas los parametros de
densidad. Considerando como varian cada una de las densidades, si
el Universo solo tuviera la componente material/energética
correspondiente:

_ pmat,o _ prad,o _ pQ,O

pmat = a3 prad — a4 pQ a3}/

donde se ha tomado en cuenta una ecuacion de estado para la
quintaesencia del tipo p=(y-1)pc? con 0<y<2 (que incluso podria ser
variable!!!). Si y=0 hablamos de constante cosmoldgica y no se
cumple la ecuacion de arriba, sino p,=CTE.

En funcion del redshift:

Pmat = pmat,0(1 + 2)3
prad = prad,o (1 + 2)4
Po = Poo(l+Z )% P = Pro =CTE

2

CAIRAS
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11.2.La constante cosmologica

La ecuacion de Friedmann quedaria:

8zG
H* = 7; (pmat+prad+pA)_a2

Sustituyendo las expresiones de las densidad en funcion del redshift:

87G
Hz = 3 (pmat,o (1 + 2)3 + prad,()(l + 2)43';’gA,0)_ k(1 + Z)z
Introduciendo la densidad critica a z=0 P¢ g = 872'21'

H? = HA Qe o1+ 2)* +Qy o(1+ 2)* +Q, o) - k(1 + Z)?

Reorganizando:

12
Q k
H=H,(1+ Z)(Qmat,o(1 +2Z)+Qpy0(1+2) + (1 +A;)2 . Hg]

5
. . k _
H(t) = HO(Qmat,Oa B(t) + Qg .09 4(t) +Q, 0 — H2 a z(t)J

0

& [P N\ B\
= (7 et 2

Astrofisica Extragalactica y Cosmologia



11.2.La constante cosmologica

Considerando que la curvatura es constante y se puede escribir en
funcion de los parametros de densidad a t=t,.

k
H2[1 — (Qmat + Qrad + QA)] B 32
k
Hg [1 — (Qmat,o + Qrad,o + QA,O )] = a—Z =-k
Se llega a: ;
H=HyQ,,a2+Q,0a*+Q, o —[1-(Qn0+Q, 0 +Q,0)la3)




Modelos especificos

Negative Curvature Models: & = -1, £ = 0 (infinite space)
A=10 A=0 A<D

F 3 F Y F

R R R

Flat Models: £ = 0, £; = 0 (infinite space)

R.l

Einstein-
de Sitter

Includes the
concordance
model

t

B
L

Positive Curvature Models: &£ = 1, £2; <0, (finite space)
ﬁ:’hE J"'i.=.|"'sl:.' f‘lE}f\.:’D

b

ddington-

F s ¥
R R| E Q
Lemaitre fstein static

P
L

Cf-:!::;mﬁcaﬁun of Friedmann Models




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

La luz no recorre ninguna distancia en el espacio-tiempo, es decir
ds2=0. Esto se conoce como una geodésica nula.

Si consideramos un foton proveniente de una galaxia lejana debemos
tratar solo con la coordenada radial de la metrica. Con esto:

2 2,422 2 dr* 2( 402 | cir2 2
ds“ =-c°dt” + a“(t) , +r°\dé° +sin“ 0d¢
1- kr )
dr’
ds’ = —c*dt? + a*(t =0
s C +a()1—kr2

cdt _ dr
a(t) 1-kr?

La parte izquierda de la ecuacion seria la distancia comovil recorrida
por un rayo de luz, ya que recordamos que:

distancia fisica (propia)=factor de escala x distancia comovil

Astrofisica Extragalactica y Cosmologia



11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Consideramos el tiempo transcurrido desde que un rayo de luz es
emitido a t. desde una galaxia lejana es recibido por nosotros t,
tiempo en el que recorre una distancia r, (entre r=0vy r=r;):

t. cdt ro
L a(t) I 1 — kr?

Si consideramos un pulso de luz emitido poco después de uno
anterior, podemos escribir una ecuacion analoga a la anterior para
este pulso, emitido en t_+dt,_ y recibido en t.+dt,. Hay que considerar
que la posicion de la galaxia no ha cambiado porque esta fija en
coordenadas comoviles!!!

t,+dt, cdt  ¢ro
Ite+dte a(t) I 1 kr?

Igualando con la expresion de arriba:
Itr+dtr cdt I - cdt
t.+dt, a(t) a(t)

Astrofisica Extragalactica y Cosmologia




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Desarrollando un poco el término de la izquierda de la ecuacion:

It,+dtr cdt Ie+dt cdt N
t.+dt, a(t) te a(t)

|: j'te+dte cdt . j't.- cdt ] .
te a(t) to+dt, a(t)
t.+dt, cdt
It,. a(t)




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Para un intervalo de tiempo infinitesimal las integrales se pueden
escribir como:
st, Ot

a(t,) a(t.)

En un Universo en expansion a(t.)>a(t.), lo que implica dt.>dt.. Es
decir, el intervalo de tiempo que pasa entre los dos rayos se

incrementa a medida que crece el tiempo.

Si consideramos que el intervalo de tiempo es el que pasa entre dos
crestas de la onda electromagnetica obtenemos, teniendo en cuenta

que la longitud de onda es proporcional al tiempo (A~1/v=T):

a(tr) — ﬂ"r
a(t,) A,
Si consideramos que el momento de recepcion es el actual t.=t,, y:
a(t
a(t.) a

Astrofisica Extragalactica y Cosmologia



11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Como ejemplo: observamos un QSO a z=2. ¢A qué redshift estaria
para un alienigena a z=1? (George Djorgovski)

a(t,..,)
1 + Z o — earth
oy At GOt )
a(te ) a(talien )
1+ Z4550 alien =
a(tqso)
1 + Z _ a(tearth)

alien — a(talien)
_ a(talien) — a(tearth) a(talien)
1+ Z550 alien = =
a(ty,so) a(tyso) alt..,.)

1+Zz
_ QSO,earth _
(1+ Zgso,aien = 4 = Z4s0,alien = 03

- -




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

En Cosmologia se definen varias tipos de distancia.

La primera, y quizas mas importante, es la distancia de luminosidad.
Es aquella que debe aplicarse para determinar la luminosidad de un
objeto a partir de su flujo. Considerando la energia radiada por
unidad de tiempo y de angulo solido L, y la densidad de flujo o
energia recibida por unidad de area y tiempo S:

2 _ L
Y 4rS

Si vivieramos en un Universo estatico d,=a,r,, pero a=a(t). Esto
provoca dos efectos:

los fotones individuales pierden energia proporcionalmente a (1+2)
Los fotones llegan con una menor frecuencia, de nuevo como (1+2)
Combinando los dos efectos, el flujo que nos llega de una fuente es:

. L . L
4z asrs (1 + z)° 47r[a0r0 (1+ z)]2
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11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

La distancia de luminosidad seria entonces:

d =a,r,(1+ z)
Para el Universo cercano la distancia de luminosidad es parecida a la
distancia comovil r,, pero para valores de redshift relativamente

altos z~0.2 los objetos tienen un flujo menor que el esperado debido
al efecto de la expansion del Universo.

En general la distancia de luminosidad se calcularia de la siguiente
manera:

H=H, (leoa"" + Q,,oa“‘ +Q, 0 — [1 — (Qm,o +Q,0+Q, )]a_z)%

Considerando la relacion entre z y a(t), que vivimos en un Universo
en que la radiacion es despreciable, y que la suma de Q da 1:

H = HylQ,,0(1+2)° +Q, o(1+2)* +Q, ]’

(1+z)=a‘1:>dz=—‘;f=—(1+z)2da
a 9,(1+z) 1 dz  dz _ _dt
H_\_a_ 1+ z) _(1+z)dt:H(z)_(1+z)dt_ a

CAIRAS
&7 [t N\ )
SO o PR
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11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Volviendo a la geodésica nula:

t, cdt ro
Le a(t) ‘[ /1 - kr?

La parte izquierda queda como:

t, cdt
Ite a(t) I H(z)

dz’

j‘t.- cdt

t a(t) -[0 H, x/Qm,o A+Z2')Y +Q,,(1+Z') +Q,,




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Otra distancia importante seria la distancia comovil transversal D,
que a veces se denomina “"propia” o "de movimiento propio” (pero es
lioso) y es la distancia comovil entre dos eventos al mismo redshift
pero separados en el cielo un angulo 6. En un espacio Euclideo (k=0)
esta distancia es igual a D, pero en un espacio curvo esto ya no es
verdad. Habria que integrar la parte derecha de la ecuacion de un
rayo de luz (que da un arcsin o un arcsinh, segun la curvatura sea
positiva o negativa). Esto nos daria (Hogg 1999):

D,, @smh( ) DD(HZ)) para Q, >0
D,(z) =+ D.(z) para Q, =0
D, \‘%msin Q] %Hz)) para Q, <0

.




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Demostramos como se calcula Dy(z) para Universo cerrado:

I"o r
B \/1 = kl"2
Cambio de variable y considerando Q, ,<O0:
kc? Q,a*H*> Qo H;
. . k . k,0° "0
Q== 5 =>k=- c: 2

\ Tk C » D,




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Ir° a _ 1 arcsin(\mﬁro)

0 \/l—kl‘z - \Q"'%

H
Igualando a la parte derecha de la ecuacion de un rayo de luz, que es

D.(2):
1 ) Q0] )
D-.(z)= arcsm(\ Ol F | =
C( ) *\/~Qk,(y A 0
D, _. Dc(2)




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

La distancia de diametro angular D, seria la distancia propia
correspondiente a la distancia comovil transversal. Por tanto:

DA (Z) = DM (Z)

1+2
Esta es la distancia adecuada para calcular el tarpaﬁo real (fisico) de




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

La distancia de luminosidad D, seria:
D, (z)=(1+2z)D,(z)=(1+z)’D,(z)

Cuando se utilizan luminosidades monocromaticas hay que tener en
cuenta la correccion K. Recordando:

Ldv, =Ldv,

A=A+ 2Z2)A, > v, = ° do

e =dv. = -

(1+ 2) ° 1+ 2)




11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

De igual manera que se definen distancias comoviles, se pueden
definir volimenes comoviles, que serian los adecuados para estudiar
LFs, dado que se pretende estudiar las propiedades de Ilas
poblaciones de galaxias y su evolucion librandonos del efecto de la
expansion del Universo.

El volumen comovil se definiria como el adecuado para que una
poblacion de galaxias que no evoluciona y que sigue el flujo de
Hubble sea constante. Seria el volumen propio o fisico dividido por
a3, o multiplicado por (1+2z)3.

dv. =D, (1+ 2)°D:?
=

E(z)

r(42,§;’>(3) [DH \/1+ Q, 2 i — g, @Fcsin h( Q, f,’:)] para Q, >0
V, =+ (4”3”M) para Q, =0
(4;9:’:(3) [DH \/1 +Q, O b3 \& arcsin(\@g’;)] para Q, <0

AdQdz

\
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11.3.Geodésicas. Distancias en Cosmologia.

Para calcular distancias hay que usar la ecuacion de un rayo de luz,
integrarla (numéricamente?) y conocer 3 parametros : (Hy,Q, 0/Q4,)

¢ Distancia de Hubble D,:|p - €
¢+ Distancia comovil D.:

3 2
E(2)= Qpo(l+2)° +Qo(d+2)*+Q,,
z dz'
DC = DHIO E(Zl)
+ Distancia comovil transversal (propio o de movimiento propio):

r

EDC

D,, éksinh(\@";,(:)) para Q, >0
D,(z) = D.(z) para Q, =0
D,, Q, DD(HZ)) para Q, <0

1 -
——8SIN
Q| A

D,(z)
1+2

DA(Z) =

D,(2) = (1+ 2)D,,(2) = (1 + 2)°D,(2)



11.3.Distancias vs. redshift
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11.3.Distancias vs. redshift
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11.3.Distancias vs. redshift
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11.3.Distancias vs. redshift

15 Hogg (1999) .
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11.3.Distancias vs. redshift
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0.4

comoving volume element [1/D,]°® dV./dz/dQ
o
o

11.3.Distancias vs. redshift
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11.4.La edad del Universo

El tiempo transcurrido entre 2 eventos se puede calcular a partir de

la métrica como:
dt da da
dt=" da= _ =
da a aH
Sustituyendo el parametro de Hubble por su valor en funcion de los
parametros de densidad, e integrando entre a=1 (actual) y a=0
(correspondiente a t=0), obtendriamos la edad del Universo:

t(a) =

1 J~1 : da ‘ .
H, “° \/(Qm,oa_1 + Qr,oa_2 + QA,oa2 -1- (Qm,o Q0+ ) )

Para el caso concreto en que no hay constante cosmoldgica, y el
Universo tiene una densidad igual a la critica (con lo que también el
parametro de densidad de radiacion es 0):

1 i+ da 2
t(a) = t,=_.. =6.7h" Gyr
@= gl (a1)= %= 3, y
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11.4.La edad del Universo

Relacionando el factor de escala con el redshift:

(1+z)=a‘1:>dz=—:f=—(1+z)2da
1 .+ da —oy—_ 1 o (1+2)dz
t( )— °aE(a):>t(Z_ )_ l_{o “-°°(1+Z')2E(Z')
t(Zz = o) = r

o'°(1+Z")E(Z")

En general:

dz’ 1

tL(Z) —

tuly 1+ 2)E(2') H,




11.4.Distancias vs. redshift
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Resumen

Concepto de métrica.

Introduccion de la constante cosmologica en las ecuaciones de
Friedmann y del fluido.

@ Tipos de modelos cosmoldgicos incluyendo A.

Ecuacion de estado de la constante cosmologica. Generalizacion a
la quintaesencia. Soluciones con A.

Conceptos de distancias. éComo se calculan? Ecuacion del rayo de
luz.

¢Como se calculan tiempos en Cosmologia (edad, lookback time
—-tiempo transcurrido-,...)?




